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一．课程一般信息 

【课程名称】 

中文：机械原理 

英文： Mechanism and Machine Theory 

【课程类型】 

本科生专业基础课；机械学院平台课 

【教学对象】 

机械类相关专业  二、三年级  本科生 

【课程简介】 

《机械原理》是机械类相关专业的专业基础课，为后续课程提供理论基础。作

为机械类本科生平台课，本课程面向机械工程、仪器科学与技术、汽车工程、航空

航天、热能工程、工业工程等专业的学生开设。课程主要讲授机械设计的基本原理、

物理模型、分析方法和系统结构，阐明平面连杆机构、凸轮机构、齿轮机构、轮系

及间歇运动机构等构成机械的各类基本机构的组成、运动、分析和设计的基本理论；

从而为学生进一步深入学习各类专业知识，如一般机械设计、机床设计、汽车设计、

飞行器设计、动力机械设计以及各类工程设计提供核心理论和知识基础，并为从事

机械产品的设计、开发、评估和优化打下坚实的理论基础。 

【课程内容】 

主要教学内容： 

1. 机构的运动设计：机构的组成与结构；连杆机构；凸轮机构；齿轮机构；轮

系；间歇运动机构；组合机构。 

2. 机械的动力学设计：机械系统动力学；机械的平衡设计。 

3. 机械系统方案设计：机械总体方案的拟定，机械执行系统的方案设计，机械

传动系统的方案设计和原动机选择。 

【教学目标】 

本课程主要培养学生机械系统方案设计能力，使学生深入理解和熟练掌握机械

系统设计的基础理论、数学模型、分析方法和设计思路。以机构的运动设计、机械

的动力学设计和机械系统方案设计为载体，培养学生机械系统方案创新设计的思维、

方法和自主学习的能力，具备根据具体的工程需要设计机械系统的初步能力，了解

典型机械系统设计的基本思想和实现方法，从而达到提高学生的综合设计能力、创

新设计能力和工程实践能力的目的。 

【教材与参考书】 

教材： 

1. 申永胜主编.《机械原理教程》（第 2 版）, 清华大学出版社, 2005. 

2. 申永胜主编.《机械原理辅导与习题》（第 2 版）, 清华大学出版社, 2006. 
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参考书： 

1. Robert L. Norton, Design of Machinery——An Introduction to the Synthesis and 

Analysis of Mechanisms and Machines, New York: McGraw-Hill Book Company, 

2004. 

2. Hamilton H. Mahie, Charles F. Reiholtz, Mechanisms and Dynamics of 

Machinery, New York: John Wiley & Sons, 1987. 

3. Josoph Edward Shigley, John Joseph Ucker, Theory of Machines and Mechanisms, 

New York: McGraw-Hill Book Company, 1980. 

【前导课与后续课】 

本课程的主要前导课为《机械制图》和《理论力学》，后续课程为机械类学生的

专业基础课《机械设计》以及设计与制造方向的专业课。 

与本课程配套的实验课《机械原理实验课》同期进行，后继学期还有隶属于本

课程和《机械设计》的配套实践课《机械设计基础综合训练》可供机械类和近机类

不同专业的学生进一步选修，加深学生对于完整机械系统的设计实践与认知。 

二．单元教学一般信息与目标 

【教学任务】 

在45分钟内讲授“第二章 连杆机构”中的 2.5节“平面连杆机构的运动设计”。（其

中 20 分钟参赛演示内容为“平面四连杆机构设计的 Burmester（布尔梅斯特）理论”） 

【教学目标】 

1．知识层面 

 了解运动设计的数学表达式及其参量的物理意义； 

 了解刚体导引机构设计、函数生成机构设计和轨迹生成机构设计的不同； 

 掌握典型刚体导引机构设计、函数生成机构设计和轨迹生成机构设计的图

解法和解析法； 

 掌握急回机构设计的理论和方法； 

 掌握 Burmester 理论，能够实现给定多位置要求的四连杆机构的解析设计。 

2．能力层面 

 会运用“刚化反转法”进行 3 位置刚体导引机构的几何图解设计； 

 会根据急回要求实现满足“行程速比系数”的机构的几何图解设计； 

 会根据 Burmester 理论完成 4、5 位置及更多位置要求的机构解析设计。 

3．思维层面 

 从机械工程的具体需要认识机械设计的基本方法； 

 从机构 2 位置和 3 位置设计的几何图解法及多位置设计的解析法学习和理

解“Burmester 理论”的工程需要及应用背景； 

 从系统完善的角度探索 Burmester 理论推导和数学表述的完整性； 
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 从充分必要性的角度思考 Burmester 理论统一公式在平面连杆机构创新设

计中的重要理论意义。 

三．单元教学重点 

在前面章节，参赛教师已经为学生建立起机构设计的概念，包括刚体导引机构

设计、函数生成机构设计和轨迹生成机构设计。讲授了平面四连杆机构急回机构设

计的理论和方法，根据急回要求实现满足“行程速比系数”的机构的几何图解设计，

同时讲授了“刚化反转法”在求解刚体导引和函数生成机构中的应用。 

本节的教学重点是，如何实现平面四连杆机构给定连杆位置的运动设计。具体

到本教案的 45 分钟教学，其教学重点集中在，平面四连杆机构两位置和三位置设计

的几何图解法，四位置设计的 Burmester 理论及其在五位置和更多位置设计中的统

一设计公式推导与证明。 

首先，结合平面四连杆机构模型复习前面学习的内容；接着通过一段视频，介

绍平面四连杆机构在人们生产生活的各个方面都得到了广泛的应用；然后，引导学

生思考“在给定连杆若干位置的情况下如何设计平面四连杆机构?”这一问题。 

通过展示人们生活中常见的大巴车外摆式车门开闭机构的录像，介绍二位置设

计具有无穷解，因而允许多种设计。接着通过机器人下肢步态生成机构引出一般三

位置设计。在得到一般三位置设计具有“唯一解”的情况下，引出“四连杆机构多位置

设计”的客观需要。结合一个新闻短片，介绍美国于 2012 年发射的一颗地球水文探

测卫星，要求在两天内完成从北极到南极覆盖地球 99％表面的海洋、土壤的周期性

探索工作。最后将重点引导到这节课的主要内容上——平面四连杆机构设计的

Burmester 理论。教学重点可做如下分解： 

1．平面四连杆机构 2、3 位置设计的几何图解法 

平面四连杆机构是最简单的连杆机构，也是组成复杂空间机构的基本结构。平

面四连杆机构的设计是机构学基础理论的重要内容，也是深入学习空间复杂机构设

计的基础。四连杆机构既可以实现刚体导引和轨迹生成，又可以满足特殊函数关系

的要求，在工程实践中得到了广泛的应用。多位置设计是平面四连杆机构设计中的

重要基础理论。1888 年，德国数学家与机构运动学家 Burmester 系统阐述了平面四

连杆机构 4 位置设计的几何图解法，成为现代机构学的重要基础理论之一。 

在该知识点的教学中，需要结合具体的康复机器人下肢机构来引出平面四连杆

机构运动设计的重要性，引导学生思考在给定连杆 3 个位置的情况下，如何设计平

面四连杆机构。由于连杆是通过两个连架杆与固定机架以转动副连接，因此，连杆

的两端在运动过程中为两段圆弧。于是问题转化为：已知运动轨迹上的 3 个点，如

何找到其转动中心？然后，引导学生想到通过作两个线段的垂直平分线的方式来求

解。在找到唯一解的情况下，提出“难道平面四连杆机构最多只能精确实现 3 位置

的运动跟踪？”的问题。通过新闻短片中星载探测器至少要实现 5 位置的运动要求，

进一步追问学生：“四连杆机构是否可以实现多于 3 位置的运动跟踪呢？”进一步通

过 4 位置设计例子，来加深学生对这个问题的思考。在学生一筹莫展、百思不得其

解之时，适时启发他们克服定向思维的局限，不要把给定的位置点就直观理解为铰
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链点；引导学生通过“连杆扩展平面”的概念扩大铰链点的选择范围。自然引入 4 位

置设计的解析分析法。 

2．平面四连杆机构 4 位置设计的解析法 

启发学生通过设立坐标系、建立解析方程的方法来解决 4 位置设计问题。在建

立完方程，推导出解析表达式之后，再次将 3 位置综合的几何图解法与解析理论对

比，来回答前面提出的“难道平面四连杆机构最多只能够精确实现 3 位置的运动跟

踪？”的问题。通过解析解来阐明几何图解法所获得的“唯一解”是指“给定位置的铰

链点与固定铰链点的‘映射关系’是唯一的！”。通过解析法和图解法的对比，加深学

生对多位置运动设计本质的认识。在这一部分，重点介绍平面四连杆机构 4 位置解

析设计理论的数学本质。这部分教学需要突出几何图解法和解析法相得益彰的互补

性和统一数学描述的科学规范性，阐明工程设计理论背后蕴含的数学之美。 

3．Burmester 理论在 5 位置及更多位置设计的统一公式推导与充分必要性证明 

在 4 位置设计的基础上，进一步引导学生思考建立 5 位置及更多位置设计的统

一公式表述的可能。还应当说明建立统一数学公式对于经典理论表述的必要性。激

发学生对研究型学习的兴趣，引导学生掌握科学研究的一般方法和思路。 

此外，本部分教学中将从 Burmester 理论统一数学公式系统性和完善性角度，阐

明科学研究的基本思路，如何在现有经典理论的基础上向前推进研究，进而阐述工

程科学的数学之美，激发学生从事科学研究的积极性。 

四．学生特点分析与教学难点 

参赛教师所教的学生往往从中学就受到了严谨的理科思维训练，养成了严密的

逻辑思维习惯并打下了较好的数理基础。在大学一、二年级的学习中他们已接受了

本课程所需要的数学训练，初步掌握了坐标变换、线性方程组相容的理论基础。现

就学生的典型特点分析如下： 

1．好奇心强、求知欲高 

现在的青年学生具有非常好的基础，对未知领域充满了好奇和求知欲。任何问

题他们都不只是满足于“知其然”，而更渴望了解“所以然”；很多情况下都表现出具

有强烈“逆反”特色的“如果不这样做会怎样？”的打破沙锅问到底的求知欲。 

在教学中参赛教师特别注重学生的这一优点。对于经典理论，通过采用启发式

教学方法，设置可以引导他们深入思考的问题，一方面激发他们的求知欲，另一方

面引领他们自己推导或总结出所要讲授的理论和方法。如讲授 Grasshoff 定理时，在

引导大家观察整周转动的曲柄需要到达的两个极限位置后，提出“平面四连杆机构具

有整周转动副所要满足的几何条件是什么？”的问题。这样，学生就集中精力去寻找

整周转动副所连构件从与机架重合开始，转动 180 度前后形成的两个三角形成立的

条件。他们可以很快找到整周副以及曲柄存在的条件。这样通过学生自己总结出结

论要比教师单纯讲授的效果好得多。在学生总结出 Grasshoff 定理的基本条件后，再

次提出“在保持各连杆的尺寸条件不变的条件下，改变机架的位置会有什么不同结

果？”的问题。通过多位学生的总结，完全可以重现历史上 Grasshoff 给出的系统结

论。上述的“启发式”讲授贯穿于参赛教师的整个教学实践，既满足了学生的求知欲，
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也增加了他们参与的机会，活跃了课堂气氛，使理论课程的学习变得相对轻松许多，

提高了课堂学习效率。 

2．数理基础坚实但综合运用能力尚需进一步培养 

参赛教师的授课对象，绝大多数已在先修课程中打下了较为扎实的基础，尤其

具有良好的数理知识。当讲授内容的处理工具明确隶属于某门先修课程时，学生可

以很快地回忆起来，并能够用于《机械原理》的理论分析。因此，参赛教师对于此

类情况，注重建立在严格数学推导上的逻辑演绎。这不仅符合学生的思维特点，同

时有助于学生抓住复杂机构分析与综合背后的科学本质，以及各章节间的内在联系。

参赛教师还结合自身的科研经历，介绍一些科研前沿和工程实践中的热点问题，引

导学生在清晰的理论框架下进一步深入探讨机械设计基础问题。不仅满足了学生对

于本专业学科前沿的好奇心，还使学生认识到，将《机械原理》落实到工程系统中

还需要大量的实践，激发学生学习工程性后续课程的兴趣。同时，学生具有较好的

数学基础，能够很快地接受和理解课堂上的严密推导。 

然而，《机械原理》教与学的一大难点是如何以新颖的方式，综合运用各种数学

工具和分析手段。其根本原因是，机械系统涉及到机构的分析与设计，运动与传力

性能的综合评价；同时，还常常遇到有多解甚至无穷解的情况。这使得学生常常陷

入“无从下手”，或者“摸不着规律”的困境。参赛教师在相关教学内容的处理上充分

考虑到学生的认知规律。具体做法为： 

在机构的几何图解设计和解析设计理论的讲授中，尽量从几何图解的直观设计

入手，引导学生获取图解结论的同时，启发他们建立解析方程以获得更为一般化的

共性理论和方法。例如 20 分钟演示教学中，对 Burmester 理论的讲授和系统设计公

式推导方法，就是从学生熟悉的巴士车门的开闭机构的设计开始，讲授 2 位置运动

设计具有无穷解；然后，结合康复机器人下肢运动生成机构的 3 位置设计的几何图

解法，引导学生认识到平面刚体运动的数学实质是“保距变换”。这样，很自然地引

导他们通过设置所关注的未知变量，建立等式约束，进行多位置综合的一般化系统

理论推导和证明，达到研究型学习的效果。 

3．具有探索科学问题的广泛兴趣 

此外，在教学实践中参赛教师还尽量描述理论背后的几何直观和几何直观背后

严谨的数学表达。例如 20 分钟演示教学中，在推导 Burmester 理论时，参赛教师将

3 位置综合的解析理论结果与图解法结论相对比，引导学生认识到几何图解法结论

的实质是“‘给定位置的铰链点’与‘固定铰链点’的一一映射关系是‘唯一的’！”。这样

起到深化学生对设计问题物理本质的理解。接着，启发学生思考“5 位置综合的理论

描述”。在给同学们留有足够的思考时间后，很自然地引导他们去尝试建立完善系统

的数学表达式，培养青年学生在理论学习中养成系统、严谨的习惯。同时，在充分

必要性证明的过程中，参赛教师会明确点出其与先修课程的关系，以提高学生的学

习效率。 

五、 教学创新点与教学理念 

1．从教学与科研的结合中发现研究课题，经过教师与学生共同研究，再将研究成
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果充实到教学中去。 

根据给定的几个连杆位置，设计出满足运动要求的连杆机构是机构运动设计的

重要任务，也是本科生《机械原理》课程教学大纲的基本要求。查阅目前的主流教

材（如国家级教学名师申永胜教授主编的《机械原理教程》第二版等 93 部国内外教

材，其中，具体列表分析请参阅附件 1），都是主要讨论平面四连杆机构 2 位置和 3

位置设计的几何图解法，很少涉及更多位置问题。但是，生产生活和科研中遇到的

往往是 4 位置、5 位置，甚至是更多位置的设计问题。 

每次讲到这部分内容时，参赛教师心里都特别纠结。如何在有限的课堂教学中

把一个完整的多位置设计方法讲授给学生呢？ 

1888 年，德国科学家 Burmester 给出了 4 位置和 5 位置设计的几何图解法。虽

然这一理论成为现在国内外本科生《机械原理》课堂教学大纲要求的基本内容，但

是作法中繁多的辅助线既难理解又不易讲授。为此，图 1 给出了用几何法求解 4 位

置设计的两个主要步骤中所使用的辅助线情况（图片选自李学荣教授主编的《四连

杆机构综合概论》第二册，北京: 机械工业出版社, 1984 年 11 月）。或许，这就是国

内外教材很难将这一解法引入课堂教学的主要原因。 

 

 

 

 
图 1 几何图解 4 位置的关键 2 步 

进一步查阅国外教材（比如 R. L. Norton, Design of Machinery-An Introduction to 

the synthesis and Analysis of Mechanics and Machines，机械工业出版社，2003 年 2 月

影印版）后发现，已有学者对该问题发展了解析方法。这类方法可以处理 4 位置问

题，但在解决多位置设计时先要组合构造所有可能的 3 阶行列式方程（每一个方程

对应一条 3 次曲线），然后探讨这些 3 次曲线的交点。而判断多条 3 次曲线“求交”

的问题，在数学处理上非常困难，这给 Burmester 理论的工程应用带来了事实上难

以逾越的障碍。 

每次讲到这部分内容时，参赛教师心里都特别纠结。如何把 Burmester 理论引入

课堂？如何在有限的时间内让学生系统地掌握？带着这一系列的未解之惑，参赛教

师结合自己承担的“扑翼式飞行器的设计”问题，与学生一起探讨和思索并从仿生的

角度入手尝试突破的可能。由于扑翼式飞行器提出了高效仿生的要求。要想模拟鸟

类的扑翼飞行，驱动四连杆机构至少要满足 3 位置要求；而要想实现高效扑翼仿生，

连杆所满足的位置则应越多越好。为此，我们初步提出了 12 位置的近似设计要求。

但是，目前国内外的经典教材中均没有给出现成的理论和方法来完成这样的设计。 

附件给出了在我校图书馆检索到的截止到 2013 年 4 月 20 日国内外《机械原理》

相关教材。其中附件 1 所列的 94 部教材或著作把重点放在了 2 位置和 3 位置的几何
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图解法和解析法设计，没有针对 4 位置及更多位置设计问题展开讨论；附件 2 所列

的 9 部教材或著作主要通过图解法讨论了平面四连杆机构 4 位置设计的 Burmester

理论，同时也通过曲线求交的方式提及了 5 位置设计的几何图解法；附件 3 所列的

13 部教材或著作主要通过解析法探讨了平面四连杆机构 4 位置设计问题，而对于 5

位置设计则主要通过曲线求交的方式解决。具体内容的对比和分析作为附件附在本

教案之后。 

经过教师并发动学生共同研究（其中证明部分留给学生完成），最后从理论上提

出了“四连杆机构连杆满足任意位置要求的设计解析表达和证明方法”，并将这一成

果引入教学。这既满足了本科生《机械原理》中机构运动设计的大纲要求，又对学

生实施了创新性教育，还满足了科研的需要。这一研究成果被《Journal of Mechanical 

Engineering Science》接收。同时，该成果也写入了参赛教师的最新著作《Design of 

Special Planar Linkages》，该书由 Springer 出版社出版，即将于 2013 年 7 月面世，封

面如附件 4 所示。 

 
 

教学理念 “教学中存在创新源”，是我校副校长在 2012 年 10 月 11 日全校青年教师

教学大赛研讨会上提出的。它是先进的又是十分重要的教学理念。对学生实施创新

教育不能仅是让学生做项目，教师从教学内容中挖掘并研究得到的新成果和新见解

再充实于教学，这是实现教学创新的另一重要方面。这种研究式讲课，对研究型大

学尤为重要。 

2. 研究式讲课不单是展示教师的研究结果，更重要的是通过讲授研究过程引导学生

独立思考进而培养他们的创新思维。 

如前所述，现有文献和教材的思维方式在处理平面四连杆机构 5 位置及更多位

置设计时，无法避免多条 3 次曲线“求交”的问题。而且随着位置数的增多，其难度

将急剧增大。这是参赛教师要完成的统一设计研究所面临的最大困难。 

参赛教师从现有解析法不得不解决 3 次曲线求交的技术障碍入手，引导学生探

究导致 3 次曲线求交这一困境的根本原因，分析避免 3 次曲线求交的可行性及如何

从理论上加以解决。于是思维方式就从曲线“求交”转向了方程“求解”。 

接下来启发他们思索如何有效地把解决问题的方法归结于“在 ( 5)n n  位置有解

的前提下所得的  1 3n   的系数增广矩阵C 的秩必小于 3”这一新的科学思维上来。

在学生尚未找到具体的技术措施而普遍感到一筹莫展之际，引导他们观察“  1 3n  

的系数增广矩阵 C 的秩必小于 3” 这一客观要求，使得矩阵 C 中含有了

 1 3 4n n    行冗余信息。这样，问题又进一步转化为如何有效压缩矩阵C 的结



 - 8 - 

构化信息的问题。于是引导他们从这一核心目标出发，以新的思维方式思考如何有

效压缩这些冗余行向量。启发学生从含冗余方程的线性方程组的求解方法中类比思

考，提炼共性思路。由于学生具有较好的数学基础，引导到这里，课堂上总有学生

想到伪逆定义的数学本质。进而类比推理，发现 TC 是  3 1n  的，用  3 1n  的 TC

左乘  1 3n   的 C 就构造了可以一次性压缩矩阵结构化信息的 3 3 的方阵
TM C C 。通过求解方程 0M  ，就可以判断 n位置设计是否有解，并在有解的情

况下直接求解。这样，通过曲线“求交”到方程“求解”的思维转换，最终找到了解决

问题的突破口。 

在参赛教师把这个思维过程和思路告诉了自己的一个学生后，这个学生表现出

极大的研究兴趣并当即表示要解决这个理论公式的充分必要性证明。当天深夜，在

参赛教师关闭计算机准备休息时，手机响了，打来电话的正是该学生。电话中告诉

参赛教师，他已完成了充分必要性证明。在参赛教师要求他进一步检查是否用了最

简洁的数学语言完成时，他说已经发到老师的电子邮箱，并且坚信不可能有更简洁

的证明方法了。于是，参赛教师重新打开了计算机。事实证明，这个学生给出的方

法确实是用最简洁的数学语言完成的。这为平面四连杆机构的多位置设计提供了统

一的设计公式和证明方法。另外也较理想地解决了扑翼式飞行器的四连杆驱动机构

12 个近似位置的设计问题。这位学生通过完成这一问题的证明，感触很深。他说“每

一次失败的尝试就排除了一个不可行的证明方法，也就离成功更近了一步。研究性

学习就是不断的‘失败－排除－再失败－成功’的过程。这次亲身体会到了这一富有

挑战性的有趣过程，而且是特别深刻。” 

 

教学理念 对研究式讲课，不仅教师要研究，更要发动学生共同研究。教师的教学

要注意从学生中吸取改进教学的营养和动力，敏感地发现在学生中闪现的创新火花，

并将其发扬光大。 

3. 剖析 Burmester 经典理论的本质，明确指出在设计中必须将连杆抽象地扩大为一

平面，才能引入数学上“保距变换”的概念。这不仅使学生掌握了理论知识，而且培

养了洞察问题本质的抽象能力。 

在进行平面四连杆机构 3 位置的几何图解设计时，总是先要找到机架上两个固

定的铰链点，然后再把它们分别与连杆上已经明确标注的位置点相连接，就得到了

一个“唯一”解，即达到了设计目的。但是，这很容易使学生形成思维定势。在进行

4 位置或更多位置设计时，学生也会误认为“要连接的永远是连杆上已经给定的位置

点”。在这种误解下，就会得到 4 位置和更多位置无解的错误结论。因此需要使学生

转换思维，提高抽象分析和解决问题能力。值得指出的是，无论是几何法还是解析

法，都需要有一个抽象思维的过程。 

例如，图 2 中某连杆在瞬时 1t ，位于 1 1PQ 位置。具体来看，连杆是一条线段；但

是，抽象地看， 1 1PQ 表示了一个无限扩展的平面。而图中仅用一个有限的封闭曲线

来表示这个扩展平面。在 2t 瞬时，连杆 1 1PQ 运动到了 2 2PQ 位置，这个无限扩展的平

面也刚性地跟随连杆一起运动。这可以用同样的有限封闭曲线来表示。教学的关键

是让学生在用眼睛看到表示连杆 PQ的线段运动的同时，也能在大脑中“看到” PQ所

在平面的运动。机架上固定的铰链点与连杆所要连接的铰链点，未必一定是连杆上

的位置点，往往位于扩展的平面上。这就是一个从“具体”到“抽象”的科学思维过程。 
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图 2 连杆及其扩展平面的运动 

在讲授平面四连杆机构连杆的 4 位置设计时，参赛教师首先假设在各给定连杆

位置处的扩展平面上找到了与机架相连的铰链点。然后启发学生思考在连杆依次经

过这些位置时，对应的扩展平面上的铰链点应该与机架上的固定铰链点保持距离不

变，其物理本质就是数学上的“保距变换”概念。通过学生的广泛讨论，总结出其实

质是“在扩展的连杆平面上搜索与机架固定铰链点的距离保持不变的点”。这样，“平

面四连杆机构的位置设计”就转换为“在扩展的连杆平面上如何求解满足连杆‘保距

变换’的点”的问题。 

这需要联立各位置的保距变换关系进行求解。由于现在大学生的数学基础普遍

很好，引导到这里，他们就可以自己总结出无论是“几何图解法”还是“解析法”，其

实质都是“保距变换”。而理论公式的证明将是水到渠成。 

通过上述过程，参赛教师将学生思维方式从“定势思维”转换到抽象化的“连杆扩

展平面”上，这不仅使学生跨越了理解抽象理论的门槛，而且在教学上解决了国内外

均列入本科生《机械原理》中“机构运动设计”教学大纲，但又很难讲授的系统理论

问题。 

 

教学理念 抽象是认识事物本质，掌握事物内在规律的方法。抽象化是科学研究的

前提。抽象能力是透视事物（或知识）本质的能力，要在教学中加以重点培养，使

学生透过能看到的事物，“看到”一般人看不到的内在规律。 

六、教学内容与设计 

（20 分钟教学演示部分开始） 

提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、回顾知识并引出位置设计问题（2min） 

使用平面四连杆机构模型复习上次课学习的平面四连杆机构

的组成原理。 

如图 3 所示，播放四连杆机构在人们生产生活中得到广泛应

用的视频(26s)。 

 

 

 

 

 

 

回顾已学

知识，引

出问题。 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

提问： 

平面四连杆机构可以

实现非常复杂的运

动，如何根据连杆的

位置设计四连杆机构

呢？ 

 

 

 

 

 

 
图 3 四连杆机构的应用视频 

这节课我们将学习平面四连杆机构位置设计的 Burmester 理

论，依次学习平面四连杆机构的两位置和三位置设计的几何图解

法，四位置设计的解析法以及五位置和更多位置设计的统一公式

推导与证明，最后作一个小结。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

引出本节

课内容。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

提问：豪华大巴车门

是我们经常选用的长

途交通工具。大家注

意过车门的开闭是怎

么实现的吗？ 

 

 

 

 

 

 

关键提问：如何设计

最适合大巴需要的车

门机构？ 

 

二、引出 2 位置设计问题（2min） 

公交车车门机构设计中需要满足的基本功能： 

能够实现车门打开和关闭的需要； 

如图 4 所示，播放早期公交车车门开闭机构照片。 

   
图 4 早期的车门开闭机构 

这是早期的车门开闭机构。车门开闭时，站在车门附近的乘

客需要让出车门所划过的弧形空间。 

 

豪华大巴车门机构设计中需要实现的基本位置要求： 

1. 汽车停稳后可以完全打开； 

2. 汽车启动前能够完全关闭； 

3. 最好不影响车门附近上下车的乘客。 

 

 

用车门机

构的开闭

运动引发

学生对机

构运动设

计 的 思

考。 

 

 

 

 

引导学生

思考运动

设计的目

的。 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 

 

请大家现在注意观察

现代公交车是如何完

成车门开闭的。 

 

 

 

 

 

 

 

提问：如果采用转动

铰实现车门的开闭，

如何根据车门的两个

运动位置设计转动铰

呢？ 

 

 

 

 

 

 

 

请大家观察车门从关

闭到开启过程的运

动。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

提问：如何设计平面

四连杆机构 3 位置的

运动呢？ 

 

 

 

 

 

我们来看看豪华大巴车门开闭机构视频。（如图 5 所示，播放

视频 5s） 

 
图 5  豪华大巴车门开闭机构 

 

如图 6 所示，我们来分析车门需要实现的这两个位置要求： 

 
图 6 两位置运动要求的车门机构 

 

如图 7 所示，播放现代豪华大巴车门机构的开闭运动视频

(5s)。 

 
图 7 车门开闭机构运动录像 

结论：通过分析现代豪华大巴车门开闭所要求的空间而进行的

二位置设计，可以很好地满足乘客乘车的需要。 

 

除了 2 位置设计，在生产生活中，有时我们还需要至少实现

3 位置设计的要求。比如，下肢康复机器人的步态生成机构，它

要满足“直立－抬腿－迈步”这 3 个基本运动要求。 

如图 8 所示，播放康复机器人下肢机构动画（5s）。 

 

 

让学生观

察车门的

开 闭 过

程。 

 

总结车门

的运动要

求 

 

 

通过机构

运动简图

分析车门

的两个运

动位置要

求。 

 

 

 

 

 

加深学生

对两位置

设计的认

识。 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 

 

 
图 8 下肢康复机器人的步态生成机构 

带着这个问题的思考，我们一起来分析一般 3 位置要求的运

动设计问题。 

 

用康复机

器人机构

引出 3 位

置设计问

题。 

 

 

 

提问：如果考虑一般

3 位置运动的话，如

何设计呢？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

提问：难道平面四连

杆机构最多只能精确

实现 3 个位置吗？ 

 

 

 

 

 

 

三、平面四连杆机构 3 位置设计的几何图解法（4min） 

如图 9 所示，分析一般的三位置设计问题。 

 
图 9  PPT 演示一般三位置设计问题 

   一般三位置设计的求解过程如图 10 所示。 

 
图 10  PPT 动画演示一般三位置设计的解 

 

结论：三位置设计有“唯一解”。 

 

但是有的时候，我们要实现四连杆机构更多位置要求的运动

设计，如卫星姿态调整机构。 

 

如图 11 所示，播放美国于 2012 年发射的地球水文探测卫星

姿态调整机构需要至少实现 5 位置运动跟踪功能的视频(40s) 

 

 

引导学生

根据平面

几何知识

给出三位

置设计的

几何图解

法。 

 

 

 

 

 

引导学生

总结三位

置设计的

作 图 过

程。 

 

 

 

 

让学生反

思刚才的

结论是否

有问题。 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 

提问：对于基本功能

要求，星载探测器姿

态调整机构需要实现

什么样的位置跟踪

呢？ 

 

 

 

 

关键提问：如何设计

星载探测器姿态调整

机构的运动呢？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

提问：如果考虑星载

探测器要经过这样 4

个位置的话，会有什

么样的设计结果呢？ 

 

 

 

 

 

 

 

提问：是什么原因导

致了 3 个不重合的中

心点呢？ 

 

 

 

 

 

  
图 11  星载探测器姿态调整机构 

探测卫星姿态调整机构设计中需要满足的基本功能： 

能够实现从北极－北半球－赤道－南半球－南极 5 个位置的跟

踪的需要； 

 

卫星姿态调整机构设计中需要实现的基本位置要求： 

1. 在卫星发射时，姿态调整机构完全收起且能够放入有限的发

射空间； 

2. 发射后完全展开能够实现 5 位置的跟踪。 

 

结论：姿态调整机构至少要实现 5 位置的跟踪。四连杆机构的多

位置跟踪具有非常重要的工程应用，这就需要学习四连杆机构

的多位置跟踪问题。 

 

如图 12 所示，我们先来看看一般 4 位置运动设计问题： 
 

 
图 12  PPT 动画演示四位置综合中的问题 

 

结论：几何图解法是欧氏几何严格证明过的，值得信赖；而我们

需要反思直观思维存在的问题。我们直观地认为“给定的位置点

就是铰链点”显然限制了我们“发散性思维”。如果将附着在构件

上的平面（如图 13 所示）也看作整个构件的话，我们可以期望

找到这样的点——当它作为铰链点时，可以使这 3 个中心点重

 

 

 

用星载探

测器的姿

态调整机

构的位置

要求，引

导学生对

四连杆机

构运动设

计 的 思

考。 

 

 

引导学生

思考运动

设计的目

的。 

 

 

 

 

 

 

 

引出四位

置设计中

的“矛盾”

问题。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

引出解析

法。 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

合。由于图解法 4 位置的几何线条繁多，我们通过分析 3 位置

图解的规律来寻求解析法。 

 

 
图 13 扩展的构件平面 

 

 

通过发散

性思维，

使学生认

识到“构

件扩展平

面”这一

概念的现

实意义。 

 

 

 

 

提问：如何通过解析

方法得到平面四连杆

机构 4 位置设计的解

呢？ 

 

 

 

 

 

 

设置坐标系，建立坐

标变换矢量。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

板书：坐标变换方程 

(注意板书位置，为后
续公式推导留出空
间) 

 

 

 

四、平面四连杆机构 4 位置设计的解析法（4min） 

 

几何图解法的数学本质是坐标变换。连杆四位置设计的本质

是寻找连杆与两侧连架杆的铰链坐标。图 14 展示坐标系建立的

过程。 

  

 
图 14  PPT 动画演示建立坐标系的过程 

 
根据刚体运动要求，得到如图 15 所示的杆长不变条件： 

 
图 15  建立等距约束方程 

 

 

 

 

引导学生

建立坐标

系并进行

数 学 处

理。 

 

 

 

引导学生

思考如何

将平面运

动转化为

数学上的

“ 保距变

换”方程。 

 

 

 

建立解析

法的等式

依据。 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 

 

 

 

 

 

 

提问：连杆的 4 个一

般位置可以得到几个

参变量线性方程？ 

 

 

 

 

 

 

让学生得出结论：由

连杆的 4 个一般位置

可以得到 3 个参变量

线性方程。 

 

 

 

 

引导学生思考以 Ax ，

Ay 为自变量的线性

方程组相容的条件。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
    如图 16 所示，根据杆长不变条件化简整理得到的线性方程。 

 
图 16  PPT 动画演示杆长不变条件推导的结果 

21 22 23

31 32 33

41 42 43

+ + 0

+ + 0

+ + 0

A A

A A

A A

c x c y c

c x c y c

c x c y c





 

 

 
PPT 动画演示连杆机构位置综合的 Burmester 理论方程 

 
    如图 17 所示，有三类不同的圆周点曲线。 

 
图 17  圆周点曲线一（两分支） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

得到含有

铰链位置

坐标的参

数方程。 

 

 

 

得到含有

铰链位置

坐标的参

变量线性

方程组。 

 

学生很快

会想到刚

才使用的

增广系数

矩阵的行

列式为零

的方法。 

 

 

 

 

 

 

 

给出圆周

点曲线的

一 个 例

子。 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 

 

 

Burmester(1840.5.5～

1927.4.20)，德国人，

数学家，主要研究射

影几何学，在机构综

合和速度分析上有重

要贡献。 

 

 

 

 

 

上述工作最早是由德国数学家布尔梅斯特首先用几何图解

法尝试解决的，为纪念布尔梅斯特的贡献，我们在机构学上把平

面四连杆机构的 4 位置综合的结论称为布尔梅斯特理论。 

 
Burmester(1840.5.5～1927.4.20) 

 

布置作业：4 位置设计圆心点方程及其曲线的编程绘图留作课后

作业。 

 

 

 

介绍科学

家的理论

贡献，激

发学生从

事科学研

究的积极

性。 

 

 

 

 

 

 

思考：5 位置设计有
什么结论呢？（积极
引导，鼓励学生回
答。） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

关键提问：如何获得

设计问题解的表达式

呢？ 

 

 

提问：这是一个长方

形矩阵，如何表达线

性方程组相容？ 

 

 

提问：按行组合的方

式最少可以组合成多

少个方程呢？ 

五、平面四连杆机构 5 位置设计公式推导及其应用推广（6min） 

 

Burmester 理论是在解决 4 位置设计中提出的理论问题，但

可以扩展到解决如图 18 所示的 5 位置及更多位置的设计。 

 
图 18  PPT 动画演示 5 位置设计问题 

同学们能够很快写出 5 位置设计需要满足的线性方程组： 

21 22 23

31 32 33

41 42 43

51 52 53

+ + 0

+ + 0

+ + 0

+ + 0

A A

A A

A A

A A

c x c y c

c x c y c

c x c y c

c x c y c








 

 

 

方程组的增广系数矩阵为 

21 22 23

31 32 33

41 42 43

51 52 53

c c c

c c c

c c c

c c c

 
 
 
 
 
 

M  

 

 

 

在探讨了

平面四连

杆机构 4

位置设计

的 基 础

上，引导

学生思考

5 位置及

更多位置

的设计问

题。 

 

 

激发学生

利用所学

的数学知

识解决工

程问题。 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

关 键 提 问 ： 对 于

 5n n  位置的设计

问题，最少可以组合

成多少个方程呢？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

关键提问：能否给出

n 位置设计的统一数

学表达式呢？ 

 

 

 

 

 

提示：如何将长方形

矩阵变成方阵呢？ 

 

 

 

如果采用 3 阶行列式为零的方式来描述这个长方形矩阵的

秩为 2，需要同时满足如下 4 个行列式方程 

21 22 23 31 32 33 41 42 43 51 52 53

31 32 33 41 42 43 51 52 53 21 22 23

41 42 43 51 52 53 21 22 23 31 32 33

0, 0, 0, 0

c c c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c

c c c c c c c c c c c c

     

 

结论：上述方程所给出的曲线的交点就是所求的 5 位置的解，有

多少交点就有多少组解。当给定刚体 5 个位置时，设计问题的

解是 4 条 3 次曲线的交点。交点的数目可能是 4、或者是 2、或

者没有解。  

 

国外教材在 Burmester 理论的讲授解析法时，基本都是采用上述

的思路（图 19 给出了国外主要教材的封面）。 

       
图 19  现行的国外主要教材封面 

 

   3

1

1 2 3

6
n

n n n
C 

  
  

当 6n  时，要计算 3

5

5 4 3
10

6
C

 
  个 3 次曲线的交点； 

当 7n  时，要计算 3

6

6 5 4
20

6
C

 
  个 3 次曲线的交点。 

结论：求解 20 条或 10 条三次曲线的交点不用说在 Burmester 时

代，即使是在计算机发达的今天，又谈何容易呢！ 

 

能否构造一个三阶方阵，使其包含 n位置设计的所有行向量

信息呢？如果能的话，这说明 n位置设计所对应的  1 3n   的长

方形矩阵含有  1 3 4n n    行冗余信息。这样，问题进一步

转化为如何有效压缩矩阵C 的结构化信息的问题。 

 

下面来分析增广系数矩阵： 

21 22 23

31 32 33

1 2 3 3n n n n

c c c

c c c

c c c


 
 
 
 
 
 

C  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

引导学生
思考布氏
理论的统
一数学表
示问题。
(这是布
氏理论没
有 给 出
的。) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

引导学生
回忆已学
过的数学
知识。 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

关键提问：能否跳出

“定向思维”的束缚，

另辟蹊径呢？ 

 

 

 

 

 

提示：如何证明其充

要性？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

启发：长方形矩阵向方阵转化的方法： 

 
3 3

T


M C C  

M 是3 3 的方阵。 

0M  

上式表达了圆周点坐标所要满足的方程，这就是 Burmester 理论

统一的数学表达式。 

 

在学生思考片刻后，通过 PPT 文件讲授我们在科研中给出

的证明方法。 

 

 

 
 

 
得到了 4 组解 

 
 

这说明 5 位置设计可以有 4 组解。对于一般情况而言，任意

的 5 位置设计可能有 4 组解、2 组解和无解三种情况。 

而这里给出的统一设计公式可以适用于任意位置的求解（包

括更多位置的近似解），这实际上完善了 Burmester 理论，将其

推广到了任意的一般 n 位置设计。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

实现理论
的严谨性
性证明 

 

 

 

 

 

 

 

加深学生
对理论公
式的认识 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 
得到了一个精确解。如图 20 所示，动画显示所求的四连杆机构可以

依次经过所要求的位置 

 
图 20  6 位置解的结果 

当 6 位置不满足精确解的条件时，用这节课给出的统一设计

公式还可以解出最佳近似解。 

 
如图 21 所示，动画显示可以依次最佳接近给定的位置。 

 

 

在 6 位置
精确设计
中的应用 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在 6 位置
近似设计
中的应用 
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提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 
图 21  6 位置近似解 

该过程表明，在研究型学习中，应鼓励学生在掌握理论知识

的同时，注意发现已有理论和方法的不完善性，尝试从中找到新

的理论突破口并寻求解决方法。 

最后，如图 22 所示，播放扑翼式飞行器扑翼驱动四连杆机

构的 12 位置近似设计的动画。 

 
图 22  扑翼式飞行器驱动四连杆机构动画 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

通过扑翼
式飞行器
的驱动四
连杆机构
12 位 置
的近似设
计来加深
学生对多
位置设计
的认识。 

 

 

 

 

 

六、小结（2min） 

1. 当给定刚体的位置数不超过 3 个时，刚体平面上任意一

点都可以选作圆点。 

2. 当给定刚体的 4 个位置时，圆点/圆心点曲线均为 3 次曲

线，称为 Burmester 曲线，曲线上的任意一点也都可以选作圆点

/圆心点。 

3. 当给定刚体 5 个或更多位置时，我们独立给出并证明了

Burmester 理论的统一表达式，避免了曲线求交的讨论。 

下次课，我们在运动设计的基础上考虑平面四连杆机构的传

力特性，学习连杆的受力分析及其在设计中的应用。 

 

总结本节

课的主要

内容。 

 

 

 

 

以上为 20min 教学内容。在 45min 教学安排中，将扩充第三、四、五部分的教学内容，主要是

4 位置的几何图解法和更多位置设计的实例。具体简述如下： 
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在一般 3 位置设计之后，扩充“给定机架上固定铰链点的 3 位置设计”以增强学生对刚化反转

法的认识，为引入坐标变换提供更好的过渡。这部分内容的几何直观性强，应给学生足够思考的时

间。（10min） 

提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

提问：如果所得的

铰链点 A 和 D 这

组“唯一解”无法

加工制造，而需要

偏移某一距离时

是 否 能 做 得 到

呢？ 

 

 

 

提问：如何解决这

样的矛盾？ 
 

接前面“三、平面四连杆机构 3 位置设计的 Burmester 理论

（3min）” 

 
PPT 动画演示一般三位置设计的解 

 

结论：三位置综合有唯一解。 

 
PPT 动画演示三位置设计中有铰链位置要求的问题 

 

 

 

 

 

 

 

引导学生思

考这一需求

与先前得到

的“三位置问

题有‘唯一

解’的矛盾”，

引出本次课

程的重点内

容——四位

置 设 计 的

Burmester 理

论。 
 

 

 

提问：如何找到变

换后的连杆铰链

点呢？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

提问：如何刚化对

应的这 3 个位

置？ 

 

 
 

四、平面四连杆机构 4 位置设计的 Burmester 理论（7min） 

 
PPT 动画演示变铰链位置要求的可行解 

    提示学生可以通过把后续的各位置“刚化反转”到第一位

置来寻求问题的突破。 

 

 

引导学生运

用发思维将

连杆向整个

平面扩展，以

求问题的解

决。 

 

 

 

 

启发学生尝

试“刚化”并

“反转”后铰

链位置应满

足的关系。 
 

 



 - 22 - 

 

 

 

 

 

 

 

提问：如何确定铰

链 B1 的位置？ 
 

 

 

 

 

 

 

 

提问：请大家总结

这类问题的图解

法步骤，并给出

C1 位置求解思

路。 
 

 

 

 

 

 

提问：请大家回顾

给定铰链点的 3

位置综合的方法。 
 

 

 

 

 

 

 

提问：3 个圆心点

不重合，如何解

决？ 
 

 

 

 

 

 

 

 
PPT 动画演示变铰链位置要求的刚化反转法 

 

 
PPT 动画演示刚化反转法获得的求解铰链 B1的圆周点 

 

 
PPT 动画演示求解的铰链 B1 点 

 

 
PPT 动画演示所得到的最终解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

引导学生自

己思考求解

方法。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

激发学生自

己总结求解

思路，并用于

求解连杆右

侧铰链点的

位置。 
 

 

 

 

 

引导学生通

过发散性思

维过程，思考

连杆 4位置问

题并尝试给

出方法。 
 

 

 

 

 

提示引导学

生思考“刚化

反转”的数学

本质。 
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PPT 动画演示四位置综合中的问题 

 

 

在一般 4 位置解析法之后，扩充“介绍三种主要圆周点曲线的形状的例子”。这部分内容旨在增强学

生对圆周点曲线类型的认识。同时，为深化学生对设计问题物理本质的理解，增加一个解析法与几

何图解法对比的例子。（10min） 

提问与学生互动 教学内容 教学意图 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、平面四连杆机构 4 位置设计的解析法 

 

接例 1，改变例 1 的位置点的坐标，可以得到不同的圆周点

曲线。 

 
圆周点曲线一（两分支） 

 
圆周点曲线二（拇指线） 

 

 

 

 

 

 

 

 

介绍三种

主要圆周

点曲线的

形状。 
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提问：当给定固定铰

链  ,A AA x y 的位置

时，用解析法获得的

解的情况又如何呢？ 

 

 

 

 

圆周点曲线三（纽结线） 

再次给出几何图解法得到的三位置图解结果。 

 
 

21 22 23

31 32 33

+ + 0

+ + 0

A A

A A

c x c y c

c x c y c





 

这在数学上有唯一解： 

23 22

33 32

21 22

31 32

21 23

31 33

21 22

31 32

A

A

c c

c c
x

c c

c c

c c

c c
y

c c

c c



  






  




 

        

        

   

   

1 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

3 1

1

2 1 cos sin cos sin

2 1 cos sin cos sin

2 sin

2 cos

2 2

i

i

i i i i

i i i i

i i i i P i P P

i i i i P i

B B

B B

B B

B

P P

i P P P P P P i

P P P P P P i

B P B

B

P

c x y x

c y x y

c x y x x y

x y

y x

y x

x

y

x x x y y y

y y x x y

y

   

   





       

       

    
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结论：通过解析法与几何图解法的结论对比，我们知道 3 位置综

合的几何图解法“唯一解”的实质是“‘给定位置的铰链点’与‘固定

铰链点’的‘一一映射’关系是唯一的！”。 

这样可以深化学生对设计问题物理本质的理解。 

 

从连杆四

位置设计

所获得的

解析理论

应用到三

位置设计

的问题。 

 

 

 

 

 

 

 

 

运用所学

的数学知

识得出结

论。 

 

 

 

 

 

 

引导学生

发现铰链

点 A 的坐

标 与 1B

的坐标具

有“一一

映射”关

系。 

 

 

在第五部分之后，扩充“扑翼式飞行器驱动四连杆机构设计的例子”，以进一步增强学生对多位

置设计客观需求的认识并熟练掌握新理论公式的使用。（5min） 

 


