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一、课程简介 

【课程名称】 

中文：《组合数学》 

英文：Combinatorics 

【课程类型】 

基础理论课 

【教学对象】 

计算机相关专业研究生 

【课程内容简介】 

《组合数学》是计算机专业核心的基础理论课。该课程面向计算机、自动化、微电子

等信息专业研究生开设，侧重介绍组合数学的概念和思想，研究离散对象的计数方法和相

关理论。具体的教学内容包括计数的基本法则、母函数与递推关系、鸽巢原理、容斥原理、

波利亚计数定理以及线性规划最优化理论。 

【教学目标】 

以离散对象的计数方法为教学的主线，使学生能熟练掌握相关的数学模型、有效方法

以及算法设计思路，培养学生具备相关的计算机算法分析和设计能力；将数学抽象思维和

方法论贯穿于教学过程中，使学生深入理解知识的内涵和外延，培养学生发散性的思维和

严谨的逻辑推理能力，从而为后续算法设计和科学研究打下坚实的基础。 

【教材与参考资料】 

教材：  

[1]《组合数学》，第四版，卢开澄，卢华明著，清华大学出版社，2006。 

参考资料： 

[2] Introductory Combinatorics，第五版，Bruali, R.A., 2009。 

[3] Applied Combinatorics，第二版，Roberts, F.S.， 2005。 

[4] 《组合数学》，屈婉玲著，北京大学出版社，2007。    

【前导课与后续课】 

本课程是面向信息学院计算机相关专业研究生开设的基础理论课。该课程作为一门数学

课，建立在本科专业基础课程（如《高等数学》、《离散数学》、《数据结构》等）基础之上，

同时也是后续研究生课程《算法设计》的前导课程。本课程与主要相关课程的关系如图 1

所示。 
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  图 1 《组合数学》前导课和后续课 

【课程特点分析】 

    作为计算机相关专业的基础理论课，“组合数学”既有数学基础课的特点，也脱离不开

计算机专业的特色。尤其是面向研究生授课，其理论内容不能脱离专业的实用价值。本课

程的教学过程始终围绕课程的特点展开。 

1. 课程知识体系广博而深奥，经典的内容仍然具有鲜活的生命力 

组合数学作为数学的一个分支，所研究的是离散事物计数的技巧[1]，其历史可以追溯到

上古时代洛书河图中关于幻方的记载。随着几何学、拓扑学以至范畴论的形成与发展，逐

渐产生了各种计数的技巧；而近代的集合论、数理逻辑、代数拓扑和代数几何等新兴理论

的发展又进一步地将离散事物的形与数密切地联系在一起。由此观之，组合学与其他数学

分支有着千丝万缕的联系，而它的研究内容与方法来自各个不同知识体系，其分析和求解

的方法往往不拘一格，需要发散的思维方式。 

也正是由于组合数学研究的不确定性，目前仍然有许多未解的难题。公认的伟大数学

家，沃尔夫奖的获得者盖尔芳德(Alexander Osipovich Gelfond: 1906-1968)就曾预言组

合数学和几何学将是二十一世纪数学研究的前沿阵地。组合数学的教学内容不是静止的，

它在与其他知识体系的交叉和融合过程中站在了科学研究的前沿，是一个具有蓬勃生机和

广泛应用的学科。 

2. 组合数学的发展奠定了计算机发展的基础 

组合数学的发展改变了传统数学中分析数学和代数占统治地位的局面。如果说微积分

和近代数学的发展为近代工业革命奠定了基础；而组合数学的发展则是奠定了计算机革命

的基础。计算机所处理的对象是离散的数据，研究离散对象的科学恰恰就是组合数学。计

算机根据人所编写的程序算法来实现计算的功能。正是因为有了组合算法才使人感到，计

算机好象是有思维的。因此组合数学知识的缺失就会导致编程者缺乏算法分析能力，也就

使计算机所能具有的计算能力受到限制。纵观计算机行业的大发展，根本的推动力在于组

合算法的发展和对理论知识的综合应用。因此，培养世界一流的信息专业科研人员，就必

须培养学生综合运用数学分析以及算法设计的能力。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B0%E5%AD%A6
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%A8%88%E6%95%B8
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BB%84%E5%90%88%E6%95%B0%E5%AD%A6#cite_note-gzfjt-1
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B9%BB%E6%96%B9
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%87%A0%E4%BD%95%E5%AD%A6
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%8B%93%E6%89%91%E5%AD%A6
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%8C%83%E7%95%B4%E8%AE%BA
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%9B%86%E5%90%88%E8%AE%BA
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B0%E7%90%86%E9%80%BB%E8%BE%91
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BB%A3%E6%95%B0%E6%8B%93%E6%89%91
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BB%A3%E6%95%B0%E5%87%A0%E4%BD%95
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二、单元教学任务和目标 

【教学任务】 

在 50 分钟内讲授“母函数的定义和性质”。（其中 20 分钟参赛内容为“母函数的定义”） 

【教学目标】  

1、知识层面 

 了解母函数的发展历史和基本定义； 

 以整数拆分数为例熟悉和掌握母函数计数方法； 

 掌握母函数多项式相乘的算法实现并了解算法的设计瓶颈； 

 掌握母函数的多种运算性质。 

2、能力层次 

 能够深入理解母函数与分析数学中函数的区别和联系，了解母函数是数列的映射； 

 能够熟练掌握整数拆分的程序实现从而了解母函数计数的工具方法； 

 能够将函数的若干运算引申到母函数形式中。 

3、思维层次 

 通过“映射关系”认识母函数与数列的本质联系，母函数“似函数，非函数，是映

射”； 

 摆脱分析数学中对函数形式的思维定势，通过转换视角的发散性思维过程体会“正

看是根逆是树”的精妙； 

 体会经典理论和现代计算机技术彼此推动发展的过程，培养“古树新花相衬映”的

科学理念。 

三、单元知识重点 

1. 母函数的基本概念的深入理解 

正如函数是分析数学的基础，母函数计数方法的提出是组合计数方法从特殊走向一般

的里程碑，开辟了组合计数的新领域。在第一章《排列组合》的学习中，虽然学生已经掌

握了计数的基本法则，但是其认识还仅仅停留在利用排列组合知识对特定问题采取相应解

法的阶段。本章面向数列的通项形式介绍组合数学中最重要的计数方法：母函数方法。面

对复杂的计数问题，母函数方法巧妙地将离散问题转化为了解析形式，通过建立幂级数系

数与计数序列的一一对应关系，可以有效地求解包括递推关系序列在内的复杂计数序列。 

母函数的定义展现了组合数学中发散性思维的精妙，其概念的深入以及对其性质的讨

论体现了分析数学和组合数学形式上的联系和本质的不同。经过多年的发展和积累，母函

数方法已经自成体系，不仅仅在组合数学、概率论、有限差分等数学领域中占据了重要的

位置，更重要的是它是计算机科学中复杂算法分析的基础。 

2. 整数拆分数的母函数方法 

整数拆分数问题作为数论研究的经典问题始终活跃在理论数学的前沿，并且在密码学，
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生物学，概率分析等领域具有重要的应用。整数拆分数的母函数方法巧妙地将复杂的分步

分类情况的枚举过程蕴含在多项式乘法运算中，结合计算机算法的设计可以有效地实现对

较大数字的整数拆分数的计算。整数拆分数的母函数方法求解过程是对母函数形式和方法

的直观演绎，学生们通过对其分析和深入可以更好地掌握母函数定义的形式和意义。同时

通过对整数拆分数求解极限的探索更进一步的体会母函数方法的瓶颈所在，在认识其本质

的同时更深层次地思考理论知识的适用性。 

四、学生分析与教学难点 

本课程大部分的选课学生来自计算机相关专业的一年级研究生，其中不乏来自各个省

市的尖子学生。他们在本科阶段已经受到了严谨的理工科思维训练，具有严密的逻辑思维

能力，并通过本科四年的学习和培养具有较好的数理基础和编程能力。组合数学虽然是计

算机专业的理论基础课，但是仍以理论数学为基础，其内容繁杂，技巧性很强。如何将这

门“内容繁杂、难学难懂”的课变为“融会贯通、爱学易懂”的课，一直是组合数学教学

中备受关注的问题。下面从学生的知识结构和心理特点出发分析教学的难点。 

1. 数学基础知识完善，但不善于对知识本质的挖掘和深入； 

作为计算机相关专业的研究生，他们在本科学习过高等数学，线性代数，离散数学等

理论课程，对数学分析中的概念和数理逻辑等推理分析等都比较熟悉，对一般概念的理解

并无障碍。但是在对概念理解的同时，学生希望有更深层次的理解和收获。本次授课内容

中母函数的概念非常抽象，目前所有的教科书均直接引入其概念，学生看到之后往往局限

在概念的“拿来主义”，虽然能够理解其概念和应用，但是单纯的逻辑描述只能实现知识层

面的平移。因此，要解决好概念的抽象性和认知理解的这对矛盾，关键在于如何引领学生

跳出概念的理解层面,挖掘出概念所蕴含的本质。要让学生做到不仅“知其然”，更要“知

其所以然”，却是一件非常困难的事情，需要从更高的层次对概念进行概括和认知。 

对于经典的抽象定义，参赛教师在母函数概念的讲授中从简单计数问题逐步复杂化后

出现的求解困难的情景出发，通过对细节的剖析，经历“分析”、“假设”、“推理”等

过程，最终将必然的解决方法展现在学生面前，启发学生逐步认识到母函数形式的必然性，

使得新概念的引入顺利成章。参赛教师通过展示母函数定义与计数问题的映射关系，向学

生展现了科学方法论的普遍适用性和重要意义。通过合情推理过程，学生会觉得新知识体

系的建立是合情合理的，甚至会觉得“母函数概念并不那么神秘，如果自己生在那个年代，

也能想得到。” 作为研究生的学生们在未来的研究学习中会常常遇到类似的场景，从知识

的本质来培养学生运用科学方法论的意识，对他们未来的工作和学习具有重要的意义。 

2. 重实践轻思维，缺乏创新性思维的锻炼； 

计算机相关专业实践性很强，往往需要建立严密的逻辑思维。经过本科的通识教育，

大部分的学生已经具备实践编程能力，有一定的编程经验。而计算机的编程逻辑往往是一

种从输入到输出的正向思维过程，在问题的求解过程中常采用直观的思维。回顾计算机专

业的相关课程，往往集中在算法和知识的介绍，学生所锻炼的是将经典算法应用到实际问
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题的求解能力。但是对于算法的由来或者蕴含其中的创新性思维却常常无从可查，这样也

使得学生的思维局限于学会知识，缺乏对知识体系之间相互联系的认识，由此也造成了所

学的数学工具与编程实践之间的断档。尤其刚进入研究生阶段的学生，正处于从知识学习

向科研探索转变的过程中，分析问题和解决问题的创新能力成为日后研究生阶段乃至整个

职业生涯的重要能力。 

本次课程中母函数的概念比较抽象，完全跳出了传统意义中函数的概念，这样巧妙的

设计无疑是人类智慧的结晶。但是历史沉淀在教材中的却是不到三行的概念描述，抹杀了

其归纳总结过程中思维的火花。如何从抽象概念出发，逐步带领学生体会和领悟人类高级

心智文明的成果，没有现成的经验可循，相关的资料也是支离破碎，零零散散。因此如何

从思维的层面总结母函数定义所蕴含的创新性思维具有很大的挑战。 

参赛教师将本节的教学过程设计成思维引领的过程：通过对问题的组织，史料的整理，

逐步抽丝剥茧，引导学生主动思维，探索问题求解的矛盾发展演变过程，最终很自然地归

纳出母函数定义中所蕴含的逆向思维过程。为鼓励学生创新，参赛教师每学期的课程中都

会设立创新项目, 主题不限, 与组合数学相关的任何内容都可以。并且在期末对优秀的项

目进行奖励，设立最佳论文奖，并举行小型的颁奖活动，使学生们从实践中去感受创新思

维的过程，体会创新所来带的快乐和成就感。这几年的实践表明，课堂上鼓励创新往往也

能推动学生的科研成果。学生不仅将课堂上的知识运用到教研组课题中，发表了国际顶级

会议论文以及国际 SCI 期刊论文，还有学生将自己的发现和成果整理提交，被国际权威数

论数据库 OEIS 中收录。 

3. 关注科研，但缺乏对科研方法的深层次认识 

作为已经学习数学若干年的计算机专业研究生来说，他们已经脱离了“了解概念，会

做几道习题，考试拿个好成绩”的应试教育的需求。面向未来的科研工作，他们的学习需

求已经上升到对高层次的数学思维,甚至是科研方法的追求。虽然近年来组合数学的理论知

识被广泛地应用到计算机程序设计中，不断地推陈出新，但是《组合数学》教材往往只总

结了系统的理论知识，对于其发展和应用并无涉及。那么如何把握知识的脉络，以前沿带

动学生的学习和实践，需要广泛的涉猎和条理性的归纳。 

本小节所介绍的母函数方法经历了几百年的发展和完善，现在仍然活跃在科研的前沿。

参赛教师以整数拆分数为例，阐述了将母函数方法结合计算机程序实现的分析过程，并通

过程序的演示和分析，带领学生体会整数拆分数不断追求极限的研究过程。通过体会前人

的研究历程，总结一定的客观规律，也能在日后的科研工作中形成自发的科研意识。 

五、教学创新点和教学理念 

1. 深刻地揭示科学知识的本质及其与相关知识的联系——母函数“似函数，非函数，是映

射” 

对教学来说，“深刻地揭示科学知识的本质及其与相关知识的联系”固然不是一条新的

教学理念,但是却是教学中最重要的。如果这一条做不好，其它的都无从谈起。而对一个教

师来说，要做好它却是很难的。 
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本单元所讲授的母函数概念在屈婉玲教授编著的《组合数学》定义如下：  

设 a0, a1, …, an, …是一个数列，做形式幂级数： 

 f(x) = a0 + a1x + a2x
2 

+ … + anx
n
+ … ,                  （1） 

我们称 f(x)是数列 a0,a1,…,an,…的母函数（又称生成函数）。 

这样的定义简洁，清晰，但是学生看了后往往会感到疑惑:“究竟为什么要把函数和数

列扯上关系呢？”“为什么称母函数为形式幂级数呢？”“如果母函数 f(x)是‘妈妈’，那‘儿

子’是谁呢？”等等。这说明，上述母函数的定义虽然从概念上高度概括，但是作为初学

者仅从字面上无法抓住其科学本质。要使学生做到对概念的“真理解”，关键在于教师自身

要对知识本质的“真理解”。 

参赛教师认为，母函数的定义中，其精髓落实在一个“母”字上，母函数方法的深刻

正是因为其概念巧妙地运用了函数在形式上对其系数序列的蕴含关系，建立了数列和母函

数之间的“映射”。 

所谓映射，是两类数学对象之间建立的某种“对应关系”。 

徐利治教授在《数学方法论选讲》（华中科技大学出版社，2000 年 1 月，第三版）中用

人对着镜子剃胡子做了形象的讲解。一个人对着镜子剃胡子，胡子称为原像，镜子里照出

的胡子则称为映像。从原像到映像的关系则叫做映射，正是这种映射关系的存在使得人可

以用剃刀准确地修剪胡子。而在数学上映射关系也常常用到，比如图 2(b)展示了指数与对

数的映射关系。要计算相应的指数运算结果 p，由于分数幂次的存在，直接计算是非常困难

的，而寻找到对数的映射后就可以把原问题转化为简单的四则运算，再通过反对数的反演

之后可以求得原问题 p 的值。正是对数映射关系使得指数的计算大为简化，同时也开创了

基于对数表的数值计算方法。 

 

(a) 生活中的映射关系 

 
(b)对数映像关系 

图 2.映射关系 
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在母函数方法中，这种映射关系体现得淋漓尽致。为了求解一个数列{an}: a0, a1, a2….

的一些值，则利用形式幂级数 a0 + a1x + a2x
2 
+ … + anx

n
+ … ，将一个离散性的数列对象换

成了一个在分析学上便于处理的解析对象。母函数中幂次的系数正如镜子中胡须的映像一

样，与原像数列一一对应。由于在分析学中对于幂级数运算已经有了一套固定的方法，所

以在映射关系下，作为幂级数系数的数列{an}的结构问题也就便于分析计算了。因此母函数

是“妈妈”，数列就是“儿子”。参赛教师更进一步形象地说，母函数“似函数，非函数，

是映射”。这种形象化的语言，充分揭示了母函数与数列的映射关系，通过对知识本质的深

度洞察，揭开了数学抽象概念神秘的面纱。 

参赛教师在讲授了母函数的定义之后，又引申讲到，在一类数学对象难于求解时，能

够找到这类对象与相关数学对象的映射关系就成为顺利解决这类数学问题的关键。因此寻

找到映射关系就是“数学发现”，寻找映射是数学家重要的思维方式。 

教学理念  尽管对于一个数学命题，有严格的定义，严谨的推导和符号化的表达，应该说，

知识的本质及其联系已全部包含其中。但是对于学生来说，初学时一般会仅停留在字面的

理解上，而不能挖掘字里行间所蕴含的深刻本质。因此深刻揭示知识的本质及其与相关知

识的联系就是教学中最重要的教学理念，真正做好它就实现了教学上一项最重要的创新。 

2. 用发散思维的讲授，突破学生的思维定势——“正看是根逆是树” 

函数的概念对学生来说耳熟能详。提到函数，求极值，求导都是如数家珍的条件反射。

但是母函数一改分析数学的概念模式，不管收敛性，甚至不管自变量的取值，关心的却是

以往都当常量看的系数。这样的思维方式转变对学生来说无疑具有不小的冲击。学生的学

习往往带着对一般函数概念的认识来理解母函数。在接受新概念的新视角的同时，也会产

生这样的疑问：“母函数 f(x)这样的形式幂级数怎么看都是一般的函数，为什么它就成为了

数列的映射呢？”正如图 3（a）中所示，函数的概念如同“树根”一样深植于分析数学的

土壤中，站在地上前后左右看都是一棵树根。要在学生的脑海中想把函数的形式从分析数

学中拔出来谈何容易。在最初的教学中，参赛教师按照教材中的安排，一开始就把母函数

的定义如上述公式（1）宣讲出来，再举几个计数的例子。但是每每讲到这里，将近 300 多

人的教室中就处于一种沉闷焦灼的状态。函数概念的思维定势总是萦绕在学生的脑海中，

课间还会有学生满脸不惑的来询问: “母函数的展开式中如果不收敛的话怎么办？”要注意

到，今天课堂上学生们的困惑，正是历史上思维困惑的“重演”。 

回顾函数定义的历史发展。1755 年，欧拉(1707－1783) 在莱布尼茨和牛顿的研究基础

上给出了函数的明确定义：“如果某些变量，以某一种方式依赖于另一些变量，即当后面这

些变量变化时，前面这些变量也随着变化，我们把前面的变量称为后面变量的函数。”值得

注意的是，欧拉早在 18 世纪 40 年代就已经想到了母函数的意义，但是却未能给出它的确

切定义。直到欧拉死后，才由拉普拉斯在 1812 年首次系统地提出和研究了母函数的定义和

方法，从而使得母函数能够自成体系，以至于后来在概率论，有限差分、特殊函数论等数

学领域中占据了重要的位置。这说明，即便是像欧拉这样的大数学家对母函数的研究都表

现出上述的迟疑，未能科学地将母函数与函数的概念严格地区别开。这段历史的发展说明，

人类从认识函数到母函数概念存在着一个很大的认识台阶。要想跨越这个台阶需要突破思
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维定势，以逆向的思维方式展开，如同图 3(a)中的那个树根，如果你想像着倒着来看它，

那它就是一棵树，正所谓“正看是根逆是树”。 

逆向思维是一种打破常规的发散性思维。如果深入地研究函数的形式： 

0

( ) n

n

n

f x a x





                              （2） 

可以看到其中有三类设计因素：自变量 x, 目标函数 f(x)，以及系数序列 an。其本身形式让

我们自然地将眼光落在了变量 x 的身上。此时“主角”是 x，“配角”是 an。但是如果我们

换个角度看公式（2），把视角从变量 x 转换到系数 an 上，母函数概念便跃然纸上。此刻 an

就成了“主角”，而 x 则是“配角”，甚至是个“龙套”角色了。正是这种发散思维的演绎，

才打破了对函数形式的单一认识，并体现了数学推理过程中所蕴含的数学美感。 

教学理念  教学中不仅要教具体的知识，更重要的是培养学生的思维方式和学习方法。正

如康德的名言：“重要是给予思维，而不是给予思想。”这句作为康德墓志铭的话极其精辟

和精彩，正是参赛教师所遵循的重要的教学理念。 

 
图 3. 正看是根逆是树 

3. 将经典数学知识与高新的计算机科学技术前沿相结合——“古树新花相衬映” 

母函数概念的提出可以追溯到 300 年前，如同一棵古树经过漫长的发展和积淀，其知

识体系结构已经趋于完善，可以说是枝繁叶茂。但是由于母函数方法需要大量的多项式乘

法运算，因此近百年来母函数方法仅仅局限在纯数学的讨论，一直停滞不前，而在实际应

用中并无建树。 

随着计算机科学技术的出现，其面向各个行业的应用已层出不穷，如同鲜艳的花朵般

在各个领域大放异彩。但是其工程应用的发展又迫切需要理论工具的支持。只有组合算法

的优化设计才能使计算机拥有计算的智慧。比如，在概率统计和密码学中常用到的整数拆

分数的计算，如果采用暴力的枚举方法势必效率低下。而 200 多年前由欧拉提出的母函数

方法却为计算机的程序设计提供了优美高效的解决策略。 

与此同时计算机技术又使得繁复的多项式计算不再困难。这就使得在手工计算时代，

受到母函数方法中繁多的多项式乘法运算的约束，直到二十世纪六十年代仍然无法有效地

求解大于 200 的整数拆分数问题得以迎刃而解。但是计算技术的发展仍然存在瓶颈，当被

拆分数达到 500 时就会出现超出计算机最大整数范围而导致结果的溢出。此时为了将整数

拆分数的求解做进一步的推进，又需要新的算法的支持。 

这说明，“古树”为“新花”的开放提供了营养；“新花”又为“古树”注入了新的生
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命力。正所谓“古树新花相映衬”。 

教学理念 《组合数学》是一门应用数学，讲好组合数学的应用是这门课的重要内容。将经

典的组合数学知识和现代计算机技术，特别是与其最新发展密切结合，就能即使“古树”，

也使“新花”都能动态地向前不断推进。 

 
图 4. 古树新花相衬映 

七、教学内容与设计 

（20 分钟教学演示部分开始） 

1、 计数法则回顾                  问题的引出                 2 分钟 

 以两个色子投掷为例，对基本计数法则进行回顾。对应于不同的法则体现不同的计数策

略： 

 分类：加法法则 

 分步：乘法法则 

思维层面：通过简单问题的引入使学生进入思维活跃状态 

内容联系：该内容虽然看似是对以往教学内容的回顾，但更重要的是基本计数法则是母

函数方法可以有效计数的思想根源，后面的讲解中需要多次与之回应。 

 将问题引申到 300 年前伯努利对多个色子投掷的问题思考，使得基于基本计数法则的枚

举求解过程完全失效。 

【提问】 “请问同学们是否能解决 300 年前伯努利的困惑呢？” 
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思维层面：通过问题的复杂化使学生意识到已有知识遇到的瓶颈。 

内容联系：以问题的求解带动后续的内容  

关键点： 基本计数法则的分步分类思想是计数的最基本要义，但是它们的直接应用却不足

以求解复杂的计数问题。 

2、 总结乘幂系数的特点            引出母函数的概念                 5 分钟 

 将问题再从多个色子归结到两个色子投掷的简单形式。 

【提问】“两个色子掷出 n 点，有多少种选法？” 

【板书】将问题画在黑板上，为后续问题的展开做铺垫 

 

 先关注一个色子的可能性，根据加法法则把“或”的分类关系表示为 

 

 如果用 x 来表示一个点，则两个点则可以用 x
2 来表示，其他点数依次类推。此时就可

以用我们所熟悉的多项式来表示一个骰子可能出现的点数 

 一个色子可能出现的点数对应的多项式：x+x
2
+x

3
+x

4
+x

5
+x

6
 

 引申出两个色子投掷的问题 

 两个色子的累加过程是个分步的过程 

 根据乘法法则，两个色子所有的可能出现的点数可以表示为多项式：

(x+x
2
+x

3
+x

4
+x

5
+x

6
)( x+x

2
+x

3
+x

4
+x

5
+x

6
) 

 分析多项式的乘法，幂级数的系数的计算对应利用基本计数法则计算时的分类过程 

 =5x
6
 

 对应的多项式相乘后展开式= x
2
+2x

3
+3x

4
+4x

5
+5x

6
…表示两个色子掷出 6 点的可能方法

有 5 种 。 

 回答刚才的提问，原问题等价为求 f(x)=(x+x
2
+…+x

6
)
2 中 x

n 的系数. 

【板书】 将多项式和展开式加入到板书中，形成了如下框图 
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思维层面：课程一开始给出的传统计数想法，其思路是对两个色子的情况同时考虑进行

枚举，显然在多个色子的时候原来传统想法会遇到困难。如果分而治之，则每个色子的

可能性都被完整地罗列出来，通过利用乘法法则又将每个色子的情况集成在一起。随着

思路的转变，原问题的形式发生了巨大变化，逐渐展现出来系数和计数序列之间的关系。 

内容联系：通过两个色子的求解，形成了初步的求解框架，为后续的母函数概念的引入

进行了铺垫。 

 回应伯努利提出的多个色子的问题：“投掷 n 粒色子时，加起来点数总和等于 m 的可能

方式的数目？ ” 

 根据上述的分析自然的可以引申出伯努利问题的答案就是(x+x
2
+x

3
+x

4
+x

5
+x

6
)
n 的展

开式中 x
m项的系数  

 由此形成一个观察：乘幂的系数与计数有对应关系 

思维层面：回应伯努利的思考，从而形成初步的概念，引领学生发现乘幂的系数和数列

的对应关系。 

 引导分析更一般的形式，自主地引出母函数的定义 

设 a0, a1, …, an, …是一个数列，做形式幂级数： 

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 

+ … + anx
n
+ … , 

我们称 f(x)是数列 a0,a1,…,an,…的母函数（又称生成函数）。 

 介绍母函数定义的起源：1812 年，拉普拉斯在著作《概率的分析理论》的第一卷中系

统地研究了母函数方法。分析母函数和函数的区别 

 不考虑收敛性  

 可不考虑实际上的数值  

 形式幂级数(Formal power series)  

 引导学生去思考母函数和函数的形式上的相似性和本质的不同 

 概括描述：母函数“似函数，非函数”； 

 但又引导学生思考母函数不是函数，那它到底是什么呢？ 

 为什么函数的形式具有计数的能力呢？ 

【提问】母函数似函数，非函数，那它是什么呢？ 

思维层面：已经由上述的色子投掷问题抽象出了一种序列和幂级数的对应关系，形成了学

生们所熟悉的多项式形式。这样的定义是由教师引导学生从观察中自主思考得出的。这样

的形式和函数一模一样，所以历史上由拉普拉斯在 1812 年提出，命名为母函数或生成函数。

这样的形式和名称为学生留下了悬疑，如果说母函数，“似函数，非函数”，那它到底是什

么呢？ 

内容联系： 母函数的定义是全章的核心，对它的定义的明确认识是后续内容的基础。 

关键点： 通过一系列合情推理过程引出母函数的概念。 

3、 总结母函数映射关系           深入理解母函数的本质               5 分钟 
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 仔细观察母函数和对应的数列，寻找结构上的对应关系 

 引导学生分析母函数名称中的“母”字，从函数的结构中分析母函数中蕴含着数列 

 当数列的直接运算比较复杂时，通过给数列找到母函数，其计算就相对容易了。 

 向学生们展示生活中的映射关系 

 展示刮胡子的图片，启发同学思考借助映射关系，原来困难的事情就变得容易了。 

 

 数学中的映射关系 

 引申出幂次乘法通过对数映射关系可以大大简化计算。 

 

 点明：“映射”就是两类数学对象之间建立的某种“对应关系” 

 引导学生思考母函数定义与上述问题的相似性 

【提问】母函数方法的求解过程是不是也是一种映射呢？ 

 引导学生结合板书中的框图过程，看是否也符合映射的过程 

 母函数的定义中，原像是数列，幂次的系数是映像 

 多项式乘法中蕴含着计数法则的枚举过程 

 

 当原像难于求解时，利用母函数与数列的映射关系，将数列嵌入到幂级数中，由于

幂级数的运算在解析数学中有一系列的成熟手段，因此 {an}的结构问题也就便于分析

计算了。母函数“似函数，非函数，是映射”。 

【提问】设问来回答刚才的问题，母函数似函数，非函数，那它是什么呢？它是映射。 
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【板书】 将映射关系填充至框图中，形成了完整地映射关系 

 

思维层面：通过与生活中和数学领域的映射关系的对比，分析得出母函数的定义的本质是

映射。当原问题难于求解时，需要寻找相应的映射关系，要找到合适而有效的映射关系就

是数学发现，是数学研究的重要思维方式。 

内容联系：通过揭示母函数映射关系的本质，提升母函数定义中所隐含的方法论，引导学

生更深刻地认识母函数的本质。 

关键点： 通过对母函数定义的分析，深入探讨母函数的本质，“似函数，非函数，是映射”  

4、 介绍整数拆分数问题            母函数方法的应用                 5 分钟 

 引申出整数拆分问题，回顾整数拆分的历史 

 正整数无序拆分数 p(n)的定义及其应用 

 介绍 18 世界 40 年代欧拉提出的母函数解法 

 学术界曾经的困难：“自 1920 年天才数学家 Srinivasa Ramanujan 通过一些计数模式

计算出 p(200)之后，在很长一段时间数学家认为整数拆分数的计算很难有大的突破

了。 ” 

 分析母函数方法的瓶颈在于多项式乘法手工计算的复杂性 

 介绍权威数论数据库 OEIS 组织，并介绍该问题发展相关的现状 

 展示目前的可求的拆分数，p(200), p(300),… 

 介绍组合算法在计算机的推动下的发展过程。从而引发对多项式乘法计算机编程实

现的思考。 

 整数拆分数母函数方法的计算机实现 

 通过动画的形式演示多项式乘法的计算机实现 

 进行代码运行演示，发现溢出情况，并进行详细分析 
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 引出大数乘法的需求，并简要介绍大数乘法的实现方式 

 整数拆分数的前沿进展 

 设问的形式引出问题“整数拆分数现在能算到多大？” 

 最新的数据显示 p(82352631)：2012 年 6 月  求出的最大拆分数，其结果多达 10101

位  

  整数划分相关的猜想：Swinnerton-Dyer conjecture. 数学界 7 大问题之一  

 留给同学开放式的技术实现的空间，给出开放式的项目作业。 

【提问】请问在座的同学，你能计算出来最大的整数拆分数是多少呢？ 

关键点： 通过对整数拆分数母函数方法的发展历程的回顾，结合现代计算机算法的实现和

演示，充分揭示组合算法和计算机技术的相辅相成。 

4、前 20 分钟授课小结                 3 分钟 

 知识层面              

 深刻揭示知识的本质---- 母函数“似函数，非函数，是映射” 

① 母函数的定义只有三行，但究其本质却包含了巧妙的数列到母函数的映射关系。通

过将一个离散性的数列对象换成了一个在分析学上便于处理的解析对象，使得作为

幂级数系数的数列{an}的结构问题也就便于分析计算了。所以母函数“似函数，非

函数，是映射”。 

② 母函数定义的映射关系具有普遍适用性，对于分析问题和解决问题都有指导意义。

恰当地使用数学方法对解决实际问题非常重要。 

 

 思维层面                

 母函数的定义一改函数的意义，通过把视角进行了转移，突破了传统的思维定势，

得到了意想不到的收获 

 哲学启示：“正看是根逆是树”，突破思维定势的发散思维是创新的有力武器！ 
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 科学理念层面                

 参赛教师通过分析整数拆分数的母函数方法的发展历程，向同学们展示将经典的组

合数学知识和现代计算机技术，特别是与其最新发展密切结合所带来的巨大推动

力，正所谓“古树新花相衬映”。 

 

（20 分钟教学演示部分结束） 

 

5、常见的形式幂级数             母函数的更多形式           10 分钟 

 引导同学们思考以往所熟悉的形式幂级数 

【提问】除了多项式之外，同学们能想到什么样形式的母函数呢？ 

 二项式定理对应的母函数             

 分析常用的二项式定理展开式 

2( 1) ( 1)...( 1)
(1 ) 1 ... ...

2 !

n kn n n n n k
x nx x x

k

   
        

 分析二项式定理中系数的意义 

 通过二项式定理展开式的变形，分析系数的对应关系，证明如下组合等式 

( ) ( ) ( ) 1 1 1m n m nx x x      

( , ) ( , ) ... ( , ) ] ( , ) ( , ) ... ( , ) ]

( , ) ( , ) ... ( , )

1  [ 0 1 [ 0 1

0 1

n m

m n

C n C n x C n n x C m C m x C m m x

C m n C m n x C m n m n x 

       

       
 

比较等号两端项对应系数，可以得到一个等式 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ... ( , ) ( , )0 1 1  0C m n r C m C n r C m C n r C m r C n       

思维层面：将母函数的定义更进一步的扩展，从学生所熟悉的二项式定理展开，由于母函数中所包含的

系数对应关系，通过映射的关系实现了对组合等式的证明，进一步的表现了母函数映射关系的强大，以

及映射关系作为一种科学方法具有普适性。 

内容联系：进一步的扩展在映射关系下的不同操作。 

 泰勒展开式对应的母函数             

 分析常用的泰勒展开式 

1 2(1 ) 1 ... ( 1) ...k kx x x x        ( ) .....1 21 1x x x      
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1 2 2(1 ) 1 .....ax ax a x      

 对多个展开式的加减运算 

 

 引出部分分式分解和母函数运算的关系 

 

 

思维层面：通过对多个泰勒展开式的研究，初步探究了多个母函数对应的加减，发现母函数的加减运算

后会生成新的数列和多项式的对应关系。将映射关系中的运算进一步变化为多项式的加法运算。 

内容联系：上述若干母函数形式是后续章节中最常用的母函数形式，由于通过部分分式分解可以有效地

得到数字序列的变换，因此在后续的内容中将会多次用到。 

【提问】母函数既然和函数有着相同的结构，那是否也可以有运算的功能呢？ 

关键点：从学生们熟悉的函数形式出发，联想其对应的母函数形式，通过不同形式的运算

深刻领会母函数的映射关系。 

6、母函数的性质            函数运算的进一步引申               15 分钟 

 通过类比函数运算，考察母函数相应的运算的可行性和合理的表达方式 

 性质 1. 基本运算                                              

 引导学生思考，在函数中最基本的运算就是四则运算了，对应到母函数中，是

系数进行相应的运算。 

( ) ( ) ( ) , , ,...       1 2i ia A x B x iff a b i    

( ) ( ) ( ) ... ...

, , , , ,.....

2
0 1 2   若  

   则        0 1 2 3i i i

b A x B x c c x c x

c a b i

     

  
 

 性质 2. 移位运算                                               

 引导学生在考虑数列时，常会抽取部分数列。 

 

通过系数的对应关系给予证明： 

 

【提问】如果直接把数列进行移位呢？ 

 

给予证明 
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【观察】总结上述的运算会发现，母函数由于是系数的对应关系，其结果并不能直接套

用函数的运算结果。但是反过来思考，是不是所有的函数运算在母函数上都有意义呢？ 

【提问】既然母函数具有函数的形式，那函数的运算是否就能放到母函数身上呢？比

如求导？ 

 性质 3. 求导运算 

 引导学生先考虑一般多项式的求导 

A(x)=a0+a1x+a2x
2
+ a3x

3
…,     

那么求导的结果即 

A’(x)=a1+2a2x+ 3a3x
2
…, 

【提问】通过对应关系的比较，如何才能把序号对应起来呢？ 

 

通过推理得到如下的结论 

 
 

 性质 4. 积分运算 

【提问】利用幂次系数相对应的规则，是不是也可以来分析母函数的积分呢？ 

作为课后作业留给大家练习证明如下结论： 

   

关键点：联系函数的多种运算，找到母函数对应的运算性质，转换思路，以幂次系数相对

应的关系进行运算。 

7、50 分钟教学内容总结                              5 分钟 

 母函数的定义                

 母函数的定义突破了传统函数的视角，利用幂级数运算来实现有效的计数，是映射
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关系的完美演绎。 

 计算整数拆分数的母函数方法          

 整数拆分数的求解需要借助强大的数学工具。而母函数方法由于受到多项式乘法手

工计算的约束而无法得到有效的求解。计算机出现后，计算能力的瓶颈得到了很好

的解决，但也随着拆分数的增大而出现了新的瓶颈，因此又需要新的算法不断的推

进整数拆分数的发展。 

 母函数的性质           

 母函数借用了函数的解析形式，因此也具备运算的能力。通过与函数运算的类比，

进一步地深化母函数映射关系的应用。 

【后 25 分钟课程的作业】 请同学们证明母函数的积分性质： 

 

 


